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This note fouses on the development of a 2D model of a thin liquid lm owing down inside a
vertial pipe. This model is based on the large wavelength assumption and valid for high Reynolds
and Weber numbers.
Un modèle 2D dérivant le ruissellement d'un lm liquide mine à l'intérieur d'une onduite
ylindrique maintenue vertiale est développé. Il est basé sur l'hypothèse de grande longueur d'onde
et valable pour des grands nombres de Reynolds et de Weber.
I. INTRODUCTION
Various models relate to falling lms on vertial or inlined plate and small Reynolds number whereas most exper-
imental observations at high Reynolds number are made inside ylindrial tubes. The aim of this note is to present
a 2D model whih aounts for small and medium ylinder urvature at high Reynolds number, in order to make a
more realisti omparison with the experimental data [3℄.
II. MAIN EQUATIONS
We onsider a visous uid lm owing down a vertial innite pipe of radius Rc having a ommon interfae
with a quiesent gas phase. System (1-4) denes the full equations of motion for the annular falling lm. Two small
parameters are dened : ǫ whih is the ratio between the lm thikness h0 and the harateristi length and ǫr for
the redued urvature of the ylinder. In order to redue these model equations, we use a boundary-layer theory. To
satisfy the assumptions of large Reynolds numbers (ǫRe = O(1) ) and ǫ2W = O(1), equations (10-11) are simplied
by dropping the terms of order ǫ/Re or higher. We assume that the instantaneous streamwise veloity u is desribed
by a self-similar veloity prole (14). These redued equations are integrated through the loal and instantaneous
thikness h of the liquid lm. The nal model is a system of two oupled equations (16a, 16b) involving h and the
loal ow rate q, as the only dependent variables. We give an approximated model at order ǫ2r.
III. DISCUSSION
If one follows the Shkadov proedure [6℄ the smallness parameter ǫ may be eetively inluded in the dimensionless
numbers of the ow, avoiding to speify a harateristi length lc. The fat remains that, in the ylindrial geometry
the parameter assoiated with the urvature annot be eliminated in the same way and the speiation of lc is
mandatory. In this ase, the harateristi length may be dened as the length of the neutral mode [7℄ or the length
of the most energeti wave [5℄. The ylindrial model developed in this study ould be improved by writing the
streamwise veloity eld as polynomials funtions [1℄. The dimensionless equation are found by using time and spae
sales based only on the physial properties of liquid whih are the kinemati visosity and the gravity aeleration.
This may ontribute to give more information of the nonlinear terms inluded in the funtions Φ1 and Φ2.
2I. INTRODUCTION
Les divers développements théoriques réalisés sur le lm tombant se divisent en deux groupes. Le premier prend en
ompte les deux phases de l'éoulement à travers des équations d'évolution dérivant les variables de haque phase. Le
seond groupe, dans lequel nous nous plaçons, onsidère que la phase gazeuse est inative. Cependant, les diérents
modèles [1℄ existant dans la littérature ne onernent que le lm ruisselant sur une plaque plane vertiale ou inlinée
alors que la majeure partie des observations expérimentales [2℄, ompatibles ave des situations industrielles, sont
faites à l'intérieur des tubes ylindriques de diamètre variant de 0.5 à 10 cm. Pourtant, on sait par expériene que
le ylindre est plus stable à haut débit que le as plan e qui n'est pas expliable par la seule périodiité azimutale.
L'objet de ette note est de présenter un modèle 2D qui tienne ompte de la ourbure du ylindre et les grands
nombres de Reynolds an de permettre une future omparaison plus réaliste ave les données expérimentales [3℄.
II. PRÉSENTATION DU PROBLÈME
Nous onsidérons le ruissellement d'un lm liquide mine le long de la paroi interne d'une onduite ylindrique
vertiale (gure 1) de setion irulaire et de rayon Rc sous l'eet de la gravité. Le liquide est newtonien inompressible
et isotherme. Les points de départ de la reherhe des équations d'évolution du lm sont les équations de Navier-Stokes :
y
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Fig. 1  Représentation de la géométrie de l'éoulement.
→
∇ · →u= 0, (1a)
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∂
→
u
∂t
+
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u
=
∇ · →u
)
= ρ
→
g − →∇ p+ µ△ →u, (1b)
où ρ est la densité, µ la visosité dynamique, p la pression et
→
u= (u, v) la vitesse. A es équations sont jointes les
onditions aux limites :
- de non glissement à la paroi :
u = v = 0, (2)
- inématique à l'interfae :
∂h
∂t
+ u
∂h
∂x
+ v = 0, (3)
3- de saut dynamique à la surfae libre :
p− pg = − σ[
1 + (
∂h
∂x
)2
]3/2
[
∂2h
∂x2
+
1
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∂h
∂x
)2)
]
(4a)
+
2µ
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∂x
2
[
∂v
∂r
+
∂h
∂x
(
∂u
∂r
+
∂v
∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂h
∂x
)2
]
2
∂h
∂x
(
∂u
∂x
− ∂v
∂r
)
+
∂u
∂x
(
1− ∂h
∂x
2
)(
∂u
∂r
+
∂v
∂x
)
= 0 (4b)
où σ est le oeient de tension superielle et pg la pression du gaz supposée onstante.
La solution de base orrespond à un lm tombant ave une épaisseur onstante h0 le long de toute la onduite.
Cette solution est obtenue à partir des équations préédentes en supposant que l'éoulement est permanent (
∂
∂t
= 0)
et établi suivant l'axe (v = 0,
∂
∂x
= 0) de la onduite, dans e as nous obtenons des équations réduites dont la
solution est la omposante axiale de la vitesse
u =
g R2c
4ν
[
1−
(
r
Rc
)2
+ 2
(
1− h0
Rc
)2
log
(
r
Rc
)]
, (5)
où ν est la visosité inématique. Le débit est
q0 =
∫ Rc
Rc−h0
2 πr u dr (6)
orrespondant à une vitesse débitante
u0 =
q0
πR2c
(
1−
(
1− h0
Rc
)2) . (7)
L'épaisseur h0 est solution de l'équation
8 ν2Re
(
R2c − (Rc − h0)2
)
= g h0R
4
c×[
1− 4
(
1− h0
Rc
)2
+ 3
(
1− h0
Rc
)4
− 4
(
1− h0
Rc
)4
log
(
1− h0
Rc
)]
(8)
où Re = u0 h0/ν est le nombre de Reynolds. L'éart entre h0 et l'épaisseur de Nüsselt
(
3 ν2Re/g
)1/3
est négligeable
pour Rc > 1.5 cm.
Dans la suite, nous introduisons une nouvelle variable y = Rc − r, l'expression (5) de la vitesse devient
u =
g R2c
2ν
[
y
Rc
− 1
2
(
y
Rc
)2
+
(
1− h0
Rc
)2
log
(
1− y
Rc
)]
, (9)
où
g R2c
2ν
(
y
Rc
− 1
2
(
y
Rc
)2)
orrespond au prol de base d'un lm liquide ruisselant sur un plan vertial et
g R2c
2ν
((
1− h0
Rc
)2
log
(
1− y
Rc
))
est le terme de orretion du prol plan lié à la ourbure du ylindre. La paroi du
ylindre est identiée par l'équation y = 0 et l'interfae par la relation y = h(x, t)
Pour tenir ompte de l'hypothèse de grande longueur d'onde [4℄, nous introduisons le rapport d'aspet ǫ = h0/lc où
lc est la longueur aratéristique suivant l'axe des x. Nous négligeons les termes d'ordre supérieur à ǫ
2
pour aboutir
4aux équations réduites de Navier-Stokes sous la forme adimensionnelle :
∂u
∂x
− ∂v
∂y
+
v
R− y = 0 (10a)
− 1
Re
(
− 1
R− y
∂u
∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 1
Fr2
+
(
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
− v ∂u
∂y
+
∂p
∂x
)
ǫ − ǫ
2
Re
∂2u
∂x2
= 0 (10b)
−∂p
∂y
− ǫ
Re
(
− 1
R− y
∂v
∂y
+
∂2v
∂y2
− v
(R− y)2
)
+
(
∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
− v ∂v
∂y
)
ǫ2 = 0 (10)
La ondition d'adhérene et les onditions aux limites restent inhangées alors que les onditions dynamiques donnent
p = pg − W
R− h +
2ǫ
Re
(
−∂v
∂y
+
∂h
∂x
∂u
∂y
)
− ǫ2W
(
∂2h
∂x2
− 1
2(R− h)
(
∂h
∂x
)2)
(11a)
1
Re
∂u
∂y
+
ǫ2
Re
[
−∂v
∂x
+ 2
∂h
∂x
(
∂v
∂y
+
∂u
∂x
)]
= 0. (11b)
où W = σ/
(
ρ h0 u
2
0
)
est le nombre de Weber, R = Rc/h0 le rayon adimensionnel et Fr = u0/
√
gh0 le nombre de
Froude qui prend la valeur
√
Re/3 en géométrie plane vertiale. Dans les équations (10 - 11), les diérentes variables
ont été réduites de la manière suivante :
x→ x/lc, r → R− y/h0, t→ t/(lc/u0), u→ u/u0, v → ǫv/u0, p→ p/(ρu20). (12)
Il est à noter que
∂
∂t
∼ ∂
∂x
∼ ǫ. L'hypothèse de grande longueur d'onde impose ǫ petit devant l'unité. En faisant
l'hypothèse que ǫRe = O(1) et ǫ2W = O(1) , nous pouvons négliger dans les équations (10b, 10, 11a, 11b) le terme
en ǫ/Re, ǫ2/Re et ǫ2, pour obtenir :
∂u
∂x
− ∂v
∂y
+
v
R− y = 0 (13a)
− 1
Re
(
−1
r
∂u
∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 1
Fr2
+
(
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
− v ∂u
∂y
+
∂p
∂x
)
ǫ = 0 (13b)
∂p
∂y
= 0 (13)
p|y=h = pg − W
R− h − ǫ
2W
(
∂2h
∂x2
− 1
2(R− h)
(
∂h
∂x
)2)
(13d)
∂u
∂y
|y=h = 0. (13e)
III. ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION DU FILM TOMBANT
Il apparaît don naturel de ramener toutes les équations réduites (10 - 11) à l'interfae par intégration sur l'épaisseur.
Cette tehnique est d'usage ourant dans les problèmes où l'inonnue prinipale est loalisée sur une partie de la
frontière du domaine. Le relèvement des équations (10a, 10b) sur l'épaisseur se fait ave l'hypothèse que le prol de
vitesse est auto similaire
u (x, y, t) = U (x, t)
ϕ (y)
ϕ (h (x, t))
(14)
où ϕ(y) = y/R − 1/2 (y/R)2 + (1− h/R)2 ln (1− y/R) et U la vitesse loale à l'interfae du lm. On pose ψ(y) =
ϕ (y) /ϕ (h (x, t)). A partir de la dénition de q =
∫ h
0
(
1− y
R
)
u dy, le débit instantané du lm, le relèvement intégral
5onsiste à érire (13a, 13b) sous la forme
∂
∂x
(∫ h
0
(R− y) u dy
)
+ (R− h)
(
∂h
∂x
u|y=h + v|y=h
)
= 0 (15a)
R
∂q
∂t
+
∂
∂x
(∫ h
0
(R − y) u2dy
)
− R
ǫRe
∂u
∂y
|y=0 +
(
h2
2
− hR
) (
∂
∂x
(p |y=h)− 1
ǫ Fr2
)
= 0 (15b)
En tenant ompte des onditions aux limites (13-11), on aboutit don à un système de deux équations dont les
inonnues sont h l'épaisseur instantanée et q : (
1− h
R
)
∂h
∂t
+
∂q
∂x
= 0 (16a)
∂q
∂t
+
∂
∂x
(
q2Φ1 (h)
)− qΦ2 (h)
ǫRe
+
(
h− h
2
2R
) (
∂
∂x
(p |y=h)− 1
ǫ Fr2
)
= 0 (16b)
où
∫ h
0
(R− y) u2dy = Rq2Φ1(h), ∂u
∂y
|y=0 = qΦ2(h). Les expressions des fontions Φ1 et Φ2 sont failement
déterminées par les relations
Φ1 (h) = R
2
(∫ h
0
ψ2 (ζ) ζdζ
)
/
(∫ h
0
ψ (ζ) ζdζ
)2
et Φ2 (h) = Rψ
′(0)/
(∫ h
0
ψ (ζ) ζdζ
)
.
En dénissant un nouveau petit paramètre ǫr = 1/R qui mesure les eets de ourbure, nous faisons un développement
en série des équations (16a-16b) et obtenons :
∂h
∂t
+
(
1 + hǫr + h
2ǫ2r
) ∂q
∂x
= 0 (17a)
∂q
∂t
+
∂
∂x
(
A (ǫrh) q
2
)−B (ǫrh) q
ǫRe
− C (ǫrh) 1
ǫ Fr2
(17b)
+C (ǫrh)
[
ǫ2W
(
∂3h
∂x3
− ∂h
∂x
∂2h
∂x2
ǫr − 1
2
∂h
∂x
3
− h∂h
∂x
∂2h
∂x2
ǫ2r
)
−W ∂h
∂x
ǫ2r
]
= 0
où A (ǫrh) =
6
5h
+
7
10
ǫr +
139
350
hǫ2r, B (ǫrh) = −
3
h2
− 3
2h
ǫr − 21
20
ǫ2r, C (ǫrh) = 2h− h2ǫr.
On retrouve le as plan en faisant tendre vers l'inni le rayon de la onduite, e qui redonne le modèle de Shkadov
orrespondant aux équations (17a,17b) ave ǫr = 0.
IV. DISCUSSION ET CONCLUSION
Ce modèle dérivant le ruissellement d'un lm liquide dans une onduite ylindrique vertiale permet d'explorer
la dynamique linéaire du lm dans des gammes de nombres de Reynolds orrespondant à un régime d'éoulement
interne laminaire (6 700).
Si on suit la démarhe de Skhadov [6℄ on peut ertes inlure le paramètre de petitesse dans les nombres adimen-
sionnels de l'éoulement et ainsi éviter de spéier une éhelle de longueur axiale. Ce n'est plus le as en géométrie
ylindrique où les termes de ourbure imposent d'expliiter lc. Dans e as, on peut dénir la longueur aratéris-
tique omme étant la longueur du mode neutre [7℄ ou la longueur d'onde de l'onde la plus énergétique [5℄. Une autre
démarhe onsiste d'une part à prendre omme éhelle de longueur aratéristique lc onstruite à partir de deux
grandeurs physiques telles que ν et g [1℄ et d'autre part à introduire un nouveau petit paramètre lié à la ourbure du
ylindre dont l'expression sera lc/Rc. Cette démarhe permettrait d'obtenir un modèle dont la onstrution se ferait à
partir du prol de vitesse semi-parabolique dont la forme polynmiale s'adapte bien aux développements déjà initiés
par [1℄ et d'avoir aès aux termes en ǫ2 et eux propres à la onguration ylindrique et qui sont englobés dans Φ1 et
Φ2. En pratique le lm plan est réputé moins résistant aux perturbations extérieures (vibrations, ation de l'éoule-
ment gazeux,...) que le lm annulaire. Pourtant, du point de vue théorique, en onsidérant la très faible inuene du
rayon de ourbure sur l'épaisseur moyenne du lm, il est généralement onsidéré que son rle est négligeable. Il serait
don intéressant, en partant d'une analyse linéaire des instabilités axiales, de quantier l'inuene du rayon sur les
6taux de roissane.
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